Районная научно-практическая конференция

                        Секция: математика


Работа

Ученицы 8 класса

МБОУ Лицей №1

Бушиной Анастасии
Руководитель : Абуковой А.Л.учитель математики

2023год
Содержание

I.  История вопроса







                      4
1. Пифагоровы числа






                                4
2. Простое или составное





                                5
II.  Делимость чисел







                       6
1. Особенности деления






                         6
2. Не производя деления





                                 7
3. Признаки равноделимости и равноостаточности

                                8
4. Свойства делимости чисел





                       10
5. Признаки делимости в десятичной системе счисления
                                10
III. Задачи «Делимость чисел»






             16
IV. Литература








                      28
I. История вопроса
1. Пифагоровы числа

Пифагор(6 век до нашей эры) и его ученики изучали вопрос о делимости чисел. Пифагор провозгласил, что числа правят миром, и поэтому он придумывал, как с помощью чисел изображать такие понятия, как справедливость, совершенство, дружба. Справедливость символизировало число 4. Четные числа Пифагор считал «женскими», а нечетные – «мужскими». Бракосочетание он обозначал числом 5, 3+2 = 5 (нечетное + четное). Первыми четырьмя числами – 1,2,3,4 он обозначал четыре элемента, из которых, по воззрениям древнегреческих мудрецов, состоял весь мир: 1 – огонь, 2 – земля, 3 – вода, 4 – воздух. 1+2+3+4 = 10. Число 10 вбирает в себя весь мир. Он очень чтил число 7, приписывал ему важную роль в небесных делах.  12 – знак счастья, «666 - число зверя». У пифагорейцев существовала клятва числом 36. 36=13+23+33.

36=(2+4+6+8)+(1+3+5+7).

Число 1 – есть матерь всех чисел, число 1 есть точка.

Число 2 выражало линию.

Число 3 – треугольник, треугольник задает плоскость.

Число 4 – пирамида, трехмерный образ.

Пифагорейцы связывали арифметику с геометрией. Они глубоко верили в чудесные свойства числа 10.

Число, равное сумме всех его делителей (кроме самого числа) называли совершенным. Числа 6(1+2+3),28(1+2+4+7+14)-совершенные. Пифагорейцы знали только три совершенных числа. Четвёртое-8128-стало известно только в 1 веке нашей эры. Пятое-33550336-стало известно в 15 веке. К 1983 году было известно уже 27 совершенных чисел. Но до сих пор учёные не знают, есть ли самое большое совершенное число и есть ли нечётные совершенное число.

Дружественные числа-те числа, каждое из которых равно сумме делителей другого числа. Пифагорейцы знали только одну пару дружественных чисел-220 и 284.И лишь в 18 веке знаменитый математик Леонард Эйлер  нашёл ещё 65 пар дружественных чисел (одна из них-17296 и 184). Однако до сих пор не известен способ нахождения пар дружественных чисел.

Изучая свойства чисел, пифагорейцы обратили внимание на законы делимости. Они разбили все числа на четные – «женские», и нечетные – «мужские», или, иначе «гномоны» и, что очень важно, на простые и составные. Пифагорейцы называли составные числа, представляемые в виде произведения двух сомножителей, «плоскими числами» и изображали их в виде прямоугольников, а составные числа, представляемые в виде произведения трех сомножителей, - «телесными числами» и изображали их в виде параллелепипедов. Простые числа, которые нельзя представить в виде произведений, они называли «линейными числами». Пифагорейцы сформулировали теорему: произведение двух чисел делится на 2 только тогда, когда, по крайней мере, один из сомножителей делится на два.

Пифагорейцы создали так называемое учение о четных и нечетных числах, которое с современной точки зрения является теорией делимости на 2.

2. Простое или составное?
При решении многих практических задач, в которых участвуют натуральные числа, немаловажную роль играет разложение этих чисел на множители. Основными «кирпичиками» в таком разложении являются простые числа, т. е. числа, большие 1 и делящиеся только на 1 и на себя.

Остальные натуральные числа, большие 1, называются составными (число 1 не относится ни к простым, ни к составным). 
Основная теорема арифметики гласит, что всякое натуральное число, кроме 1, может быть представлено в виде произведения простых множителей, причем это представление единственно, если отвлечься от порядка множителей.

II. Делимость чисел
1. Особенности деления
Из всех действий арифметики самое своенравное — это деление. Оно обладает особыми свойствами, можно сказать, особым «нравом». Возьмем хотя бы обращение с нулем. Для всех других арифметических действий нуль — равноправное число. Его можно и прибавлять и вычитать; оно может быть множителем в действии умножения, но делителем никогда. Разделить на нуль вообще нельзя никакое число, никакое алгебраическое выражение. Это — важная особенность деления, и если к ней отнестись невнимательно, то легко попасть впросак; можно, скажем, «доказать» любое заведомо фальшивое утверждение — «парадокс».

Как вы отнесетесь, например, к такому утверждению «Всякое количество равно своей половине».

Доказательство:

Пусть a и b — два равных количества: a = b. Умножим обе части этого равенства на a:  a2 = ab.

Теперь уменьшим на b2 и левую и правую части равенства. Получившиеся разности а2 - b2 и ab - b2 тоже будут равными:  а2 - b2 = ab - b2.

Разложим на множители:  (а + b) (а – b) = b(а – b).

Делим обе части равенства на а – b, после чего получается такое равенство:

а + b = b.

Так как b = а, то в последнем равенстве можем заменить b через a, тогда a + a = a, или 2a = a. Разделив на 2, получим a = a/2, а это значит, что целое равно своей половине. 

Внешне, или, как говорят, «формально» все правильно, а по существу где-то в приведенных выкладках есть дефект. Вы, конечно, были внимательны и заметили, в какой части преобразований имеется изъян.

«Нрав» деления проявляется не только по отношению к нулю. Математическая теория уделяет много внимания свойствам целых чисел и законам, управляющим действиями над ними. Так вот, если ограничиться множеством одних только целых (положительных и отрицательных) чисел, то опять-таки «капризничает» только одно действие: деление. Оно, как вы знаете, не всегда выполнимо в области целых чисел. Принято считать так, что целое число a делится на целое число b, если среди целых же чисел найдется такое число c, произведение которого на b дает точно число a; если же такого числа нет, то a не делится на b.

Все эти особенности деления и способствовали возникновению таких понятий, как простые числа, наибольший общий делитель (НОД), наименьшее общее кратное (НОК), признаки делимости чисел, а постепенное развитие теории делимости чисел привело к глубокому расширению всей теории чисел.

2. Не производя деления
Вопрос о том, делится ли данное число n нацело на другое число m, часто возникает в самых разных практических задачах. Один из способов выяснить это состоит в непосредственном делении числа n на число m, однако такой способ далеко не самый легкий. Желание иметь какие-либо критерии, позволяющие устанавливать факт делимости, не прибегая к операции деления, приводит нас к задаче о нахождении наиболее простых признаков делимости.

Напомним, что деление числа n на число m с остатком означает нахождение частного q и остатка r, для которых выполнены условия

n = qm + r, 0 ≤ r < m. 

Если r = 0, то говорят, что число n делится на m или кратно m.

Полезно знать следующие несложные факты:

а) если два числа отличаются друг от друга на число, кратное m, то остатки от деления этих чисел на m совпадают, и наоборот;

б) сумма двух чисел имеет тот же остаток от деления на m, что и сумма остатков от деления этих чисел на m;

в) произведение двух чисел имеет тот же остаток от деления на m, что и произведение остатков от деления этих чисел на m.

г) если произведение двух чисел, одно из которых взаимно просто с числом m, делится на m, то второе из этих чисел делится на m, и наоборот;

д) если число делится на каждое из двух взаимно простых чисел, то оно делится и на их произведение.

3. Признаки равноделимости и равноостаточности
Признак делимости — алгоритм, позволяющий сравнительно быстро определить, является ли число кратным заранее заданномуделимость. Если признак делимости позволяет выяснить не только  числа на заранее заданное, но и остаток от деления, то его называют признаком равноостаточности. Как правило, признаки делимости применяются при ручном счёте и для чисел, представленных в конкретной позиционной системе счисления (обычно десятичной).

Если для двух целых чисел a и b существует такое целое число q, что  [image: image1.png]


  то говорят, что число a делится на b.
Два целых числа a и b являются равноделимыми на m, если либо они оба делятся на m, либо оба не делятся.

Два целых числа a и b равноостаточны при делении на натуральное число m, если при делении на m они дают одинаковые остатки, т. е. существует такие целые числа [image: image2.png]


 что

[image: image3.png]a=maq +7r, 0=mgy+T.




Пусть требуется определить, делится ли некоторое натуральное число A на другое натуральное число m. Для этого будем строить последовательность натуральных чисел: [image: image4.png]


 такую, что: [image: image5.png]


 каждый член последовательности вполне определяется предыдущим; [image: image6.png]



последний член последовательности меньше m, то есть [image: image7.png]



Все члены последовательности являются равноделимыми на m.
Тогда если последний член этой последовательности равен нулю, то A делится на m, в противном случае A на m не делится. Способ (алгоритм) построения такой последовательности и будет искомым признаком делимости на m. 

            Другим примером может служить общеизвестный признак делимости 
(а также равноостаточности) на 10.

        Если последняя цифра в десятичной записи числа равна нулю, то это число делится на 10; кроме того, последняя цифра будет являться остатком от деления исходного числа на 10.
Математически этот признак равноостаточности может быть сформулирован следующим образом. Пусть надо выяснить остаток от деления на 10 натурального числа A, представленного в виде

[image: image8.png]



Тогда остатком от деления A на 10 будет a. 

Также легко видеть, что такой признак ориентирован именно на десятичное представление числа A — так, например, если применять его на компьютере, использующем двоичную запись числа, то чтобы выяснить a, программе пришлось бы сначала поделить A на 10.
4. Свойства делимости чисел

1.Если число А делится на число В, число В делится на число С, то число А делится на число С.

2.Если число А делится на число М, то и произведение чисел А и В делится на М, а число В-любое целое число. Если a 
[image: image9.wmf]M

m  и   b 
[image: image10.wmf]M

m , то (a b) 
[image: image11.wmf]M

 m.

3.Если число А делится на число М и число В делится на число М, то и сумма (разность) чисел А и В делится на число М.

Если a 
[image: image12.wmf]M

m  и   b 
[image: image13.wmf]M

m , то (a + b) 
[image: image14.wmf]M

 m.  Если a 
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m  и   b 
[image: image16.wmf]M

m , то (a - b) 
[image: image17.wmf]M

 m.

4.Если сумма чисел А и В делится на число М и число А делится на число М, то и число В делится на М.

5.Если число А делится на число М, и число А делится на К, причём числа М и К взаимно просты, то число А делится на произведение чисел М и К.

6.Если произведение чисел А и В делится на число М и число А взаимно просто с числом М, то число В делится на число М.      
7. Если a 
[image: image18.wmf]M

m ,   b 
[image: image19.wmf]M

m  и  с  m  , то (a + b + с)   m. Если a 
[image: image20.wmf]M

m  и   b  m , то (a - b)   m.
5.Признаки делимости в десятичной системе счисления

 
Признак делимости на 2
Число делится на 2 тогда и только тогда, когда его последняя цифра 0 или делится на 2, то есть является чётной.

Признак делимости на 3
Число делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 3 без остатка.

 Признак делимости на 4

Число делится на 4 тогда и только тогда, когда число из двух последних его цифр (оно может быть двузначным, однозначным или нулём) делится на 4.

Чтобы узнать, делится ли двузначное число на 4, можно половину единиц прибавить к десяткам — если сумма делится на 2, значит, число делится на 4. Например, 92: 9 + 1 = 10, значит, 92 делится на 4.

 
Признак делимости на 5
Число делится на 5 тогда, когда последняя цифра 5 или 0.
 
Признак делимости на 6
Число делится на 6 тогда, когда оно делится и на 2, и на 3 (то есть если оно четное и сумма его цифр делится на 3).

Признак делимости на 7
Число делится на 7 тогда и только тогда, когда результат вычитания удвоенной последней цифры из этого числа без последней цифры делится на 7 (например, 364 делится на 7, так как 36 — (2 × 4) = 28 делится на 7).

Можно использовать признак деления на 1001=10³+1, которое само делится на 7: для того, чтобы натуральное число делилось на 7 необходимо и достаточно, чтобы алгебраическая сумма чисел, образующих нечётные группы по три цифры (начиная с единиц) взятых со знаком «+» и чётных со знаком «-» делилась на семь (например, число 689255. Первая группа со знаком «+» (255), вторая со знаком «-» (689). Отсюда 255 + (-689) = -434. В свою очередь 434 : 7 = 62).

Ещё один признак — берём первую цифру, умножаем на 3, прибавляем следующую (здесь можно взять остаток от деления на 7 от получившегося числа). И далее — сначала: умножаем на 3, прибавляем следующую… Для 364: 3 * 3 + 6 = 15. Остаток — 1. Далее 1 * 3 + 4 = 7.

 Признак делимости на 8

В школе обычно сообщают такой признак делимости на 8: если число, которое составляют последние три цифры данного числа, делится на 8, то и все данное число делится на 8. Значит, вопрос сводится к делимости на 8 некоторого трехзначного числа. Но при этом ничего не говорится о том, как в свою очередь быстро узнать, делится ли это трехзначное число на 8. Делимость трехзначного числа на 8 тоже ведь не всегда сразу видна, приходится фактически производить деление. Естественно возникает вопрос: нельзя ли упростить и признак делимости на 8? Можно, если дополнить его специальным признаком делимости трехзначного числа на 8.

Число делится на 8 тогда и только тогда, когда три его последние цифры делятся на 8. Чтобы узнать, делится ли трёхзначное число на 8, можно половину единиц прибавить к десяткам. У получившегося числа также половину единиц прибавить к десяткам. Если итоговая сумма делится на 2, значит, число делится на 8. Например, 952: 95 + 1 = 96, далее 9 + 3 = 12. Значит, 952 делится на 8.
 Признак делимости на 9
Число делится на 9 тогда и только тогда, когда сумма его цифр делится на 9 без остатка.
 Признак делимости на 10
Число делится на 10 тогда и только тогда, когда оно оканчивается на ноль.

 Признак делимости на 11
На 11 делятся только те числа, у которых сумма цифр, занимающих нечётные места, либо равна сумме цифр, занимающих чётные места, либо отличается от неё на число, делящееся на 11.

Примеры. Число 103785 делится на 11, так как сумма цифр, занимающих нечётные места, 1+3+8=12 равна сумме цифр, занимающих чётные места 0+7+5=12. Число 9 163 627 делится на 11, так как сумма цифр, занимающих нёчетные места, есть 9 + 6 + 6 + 7 = 28, а сумма цифр, занимающих чётные места, есть 1 + 3 +2 =6; разность между числами 28 и 6 есть 22, а это число делится на 11. 
Число 461025 не делится на 11, так как числа 4+ 1 + 2 = 7 и 6 +0 + 5=11 не равны друг другу, а их разность 11 —7 = 4 на 11 не делится.

Еще один признак: отнимайте единицы от десятков. Если результат делится на 11, то и само число тоже.

Пример: 103785; 10378-5=10373; 1037-3=1034; 103-4=99; 9-9=0

 
Признак делимости на 12
Число делится на 12 тогда и только тогда, когда оно делится и на 3 и на 4.

 
Признак делимости на 13
Число делится на 13 тогда и только тогда, когда сумма числа полученного отбрасыванием последней цифры и учётверённой последней цифры делится на 13. Например 845 : 13 , т.к. 84+(4*5)=104:13 10+(4*4)= 26:13

 Признак делимости на 14
Число делится на 14 тогда и только тогда, когда оно делится на 2 и на 7.

 
Признак делимости на 15
Число делится на 15 тогда и только тогда, когда оно делится на 3 и на 5.

 
Признак делимости на 17
Число делится на 17 тогда и только тогда, когда число его десятков, сложенное с увеличенным в 12 раз числом единиц, кратно 17 (например, 29053→2905+36=2941→294+12=306→30+72=102→10+24=34.
 Поскольку 34 делится на 17, то и 29053 делится на 17). 
Признак не всегда удобен, но имеет определенное значение в математике. Есть способ немного проще — число делится на 17 тогда и только тогда, когда разность между числом его десятков и упятерённым числом единиц кратна 17 (например, 32952→3295-10=3285→328-25=303→30-15=15; поскольку 15 не делится на 17, то и 32952 не делится на 17).
 
Признак делимости на 18
Число делится на 18 тогда и только тогда, когда оно делится на 9 и на 2.

 
Признак делимости на 19  Число делится на 19 тогда и только тогда, когда число его десятков, сложенное с удвоенным числом единиц, кратно 19 (например, 646 делится на 19, так как 64 + (6 × 2) = 76 делится на 19).

 Признак делимости на 20
Число делится на 20 тогда и только тогда, когда оно оканчивается на 0 и его предпоследняя цифра делится на 2.

 
Признак делимости на 21
Число делится на 21 тогда и только тогда, когда оно делится на 7 и на 3.

 
Признак делимости на 22
Число делится на 22 тогда и только тогда, когда оно делится на 11 и на 2.

 
Признак делимости на 23
Число делится на 23 тогда и только тогда, когда число его сотен, сложенное с утроенным числом десятков и единиц, кратно 23 (например, 28842 делится на 23, так как 288 + (3 * 42) = 414; продолжаем: 4 + (3 * 14) = 46 — очевидно, делится на 23).

 
Признак делимости на 24
Число делится на 24 тогда и только тогда, когда оно делится на 8 и на 3.

 
Признак делимости на 25
Число делится на 25 тогда и только тогда, когда число, образованное его последними двумя цифрами делится на 25 (то есть последние две цифры образуют 00, 25, 50 или 75).

 
Признак делимости на 26
Число делится на 26 тогда и только тогда, когда оно делится на 13 и на 2.

 
Признак делимости на 28
Число делится на 28 тогда и только тогда, когда оно делится на 7 и на 4.

 Признак делимости на 30
Число делится на 30 тогда и только тогда, когда оно делится на 10 и на 3.

 Признак делимости на 33
Число делится на 33 тогда и только тогда, когда оно делится на 11 и на 3.

 
Признак делимости на 99
Разобьём число на группы по 2 цифры справа налево (в самой левой группе может быть одна цифра) и найдём сумму этих групп, считая их двузначными числами. Эта сумма делится на 99 тогда и только тогда, когда само число делится на 99.

 
Признак делимости на 101
Разобьём число на группы по 2 цифры справа налево (в самой левой группе может быть одна цифра) и найдём алгебраическую сумму этих групп с переменными знаками, считая их двузначными числами. Эта сумма делится на 101 тогда и только тогда, когда само число делится на 101. Например, 590547 делится на 101, так как 59-05+47=101 делится на 101.

 
Признак делимости на 2n
Число делится на n-ю степень двойки тогда и только тогда, когда число, образованное его последними n цифрами, делится на ту же степень. (n>0)

 
Признак делимости на 5n
Число делится на n-ю степень пятёрки тогда и только тогда, когда число, образованное его последними n цифрами, делится на ту же степень. (n>0)

Признак делимости на 10n − 1
Разобьем число на группы по n цифр справа налево (в самой левой группе может быть от 1 до n цифр) и найдем сумму этих групп, считая их n-значными числами. Эта сумма делится на 10n − 1 тогда и только тогда, когда само число делится на 10n − 1.

  
Признак делимости на 10n
Число делится на n-ю степень десятки тогда и только тогда, когда n его последних цифр — нули.

 
Признак делимости на 10n + 1
Разобьем число на группы по n цифр справа налево (в самой левой группе может быть от 1 до n цифр) и найдем сумму этих групп с переменными знаками, считая их n-значными числами. Эта сумма делится на 10n + 1 тогда и только тогда, когда само число делится на 10n + 1.

III.Задачи «Делимость чисел»
При решении многих задач, в которых участвуют натуральные числа, большое значение имеют признаки делимости. Некоторые задачи на делимость чисел просты, некоторые настолько сложны, что являются серьёзными математическими проблемами. Познакомимся с основными способами решения задач на делимость.
Задача 1. Докажите, что а2+а четно при любом целом а.
Доказательство: а2+а=а(а+1) – произведение двух последовательных чисел, одно из которых четно.
Задача 2. Докажите, что а2-а четно при любом целом а.
Решение этой задачи аналогично решению предыдущей задачи.

Оказывается справедливо такое утверждение: если р - простое число, то аp-а кратно р при любом целом а.

Это утверждение имеет своё имя - «малая теорема Ферма». Она была открыта советником парламента Тулузы (Франция) Пьером Ферма в 1640 году. Задача 2 является частным случаем этой теоремы (р=2);
Сформулируем и докажем теорему для р=3.

         Задача 3. Докажите, что а3-а кратно 3 при любом целом а.
Доказательство: a3-a=a(a-l)(a+l). Получили произведение трёх последовательных целых чисел. Из этих последовательных целых чисел одно делится на 3, т.к., либо а делится на 3, либо при делении на 3 даёт остаток 1 или 2.

Если а делится на 3, то произведение а(а-1)(а+1) делится на 3.

Если а при делении даёт остаток 1, то а можно записать в виде a=3k+l, где k - целое число. Тогда a-l=3k, т.е. делится на 3, а значит и произведение 
а(а-1)(а+1) делится на 3.

Если а при делении на 3 даёт остаток 2, то а можно представить в виде a=3k+2, где k - целое число. Тогда a+l=3k+2+l=3k+3. 3k+3 - делится на 3, а значит, и произведение а(а-1)(а+1) делится на 3.

Теперь можем попробовать доказать малую теорему Ферма и для других значений р. Например, что а5-а делится на 5 при любом целом а.
Решение: a5-a=a(a4-1 )=а(а2-1) (а2+1)=а(а-1) (а+1) (а2+1).

Разделим все целые числа на классы:

1) а делится на 5;

2) а при делении на 5 даёт в остатке 1;

3) а при делении на 5 даёт в остатке 2;

4) а при делении на 5 даёт в остатке 3;

5) а при делении на 5 даёт в остатке 4.

Если а делится на 5, то и произведение a(a-l)(a+l)(a2+l) делится на 5.

Если а при делении на 5 даёт в остатке 1, то а-1=5n+1-1=5n.

Если а при делении на 5 даёт в остатке 2, то а=5n+2, где n – целое число. Тогда а2+1 делится на 5, т.к. а2+1=(5n+2)2+1=25n2+10n+5;

Если а при делении на 5 даёт в остатке 3, то опять a2+1 делится на 5.

Если а при делении на 5 даёт в остатке 4, т.е. а=5n+4, то а+1 делится на 5.

        Задача 4. Выясните, существуют ли натуральные числа, обладающие следующими свойствами. Остаток от деления такого числа на 3 равен 1; на 4 равен 2; на 5 равен 3; на 6 равен 4. Если такие числа существуют, укажите наименьшее из них.
Решение: выпишем 10 наименьших натуральных чисел, дающих при делении на 6 остаток 4: 4, 10, 16, 22, 28, 34, 40, 46, 52, 58. Лишь два из них, а именно числа 28 и 58 при делении на 5 дают остаток 3. Из двух чисел 28 и 58 только число 58 при делении на 4 даёт остаток 2. Это же число при делении на 3 даёт остаток 1.

Итак, число 58 обладает всеми требуемыми свойствами. Одновременно доказано, что 58 - наименьшее из чисел, удовлетворяющих условиям задачи. Все остальные числа, обладающие требуемыми свойствами, представимы в виде 58+60k, где k - произвольное натуральное число.

         Задача 5.Как вы думаете, среди четырех последовательных натуральных чисел будет ли хотя бы одно делиться на 2? А на 3? А на 4? А на 5?

Подсказка: обратите внимание на остатки от деления каждого из этих чисел на 2, на 3 и т.д. 
Решение: сначала рассмотрим вопрос о делимости на 4. При делении на 4 возможны четыре разных остатка: 0, 1, 2 или 3. Если первое из чисел даёт остаток 0, то оно кратно 4. Если оно даёт остаток 1, то последнее число кратно 4. Если оно даёт остаток 2, то третье число кратно 4. И, если оно даёт остаток 3, то второе число кратно 4. О делимости на 2 и 3. Рассуждая так же, как в случае делимости на 4, придём к выводу, что в обоих случаях найдётся кратное число. Теперь о делимости на 5. Если первое число даёт при делении на 5 остаток 1, то ни одно из четырех чисел не будет кратно 5 (например, если эти числа 21, 22, 23, 24). Итак, обязательно найдутся числа, кратные 2, 3, 4, но может не найтись числа, кратного 5. 
Ответ: Да. Да. Да. Не всегда. 

         Задача 6 На затонувшей каравелле XIV века были найдены шесть мешков с золотыми монетами. В первых четырех мешках оказалось по 60, 30, 20 и 15 золотых монет. Когда подсчитали монеты в оставшихся двух, кто-то заметил, что число монет в мешках составляет некую последовательность. Приняв это к сведению, смогли бы вы сказать, сколько монет в пятом и шестом мешках?

Подсказка: обратите внимание: все числа 60, 30, 20, 15  — делители числа 60. 
Решение: число монет в этих мешках  — делители числа 60, записанные в порядке убывания. Так что в пятом и шестом мешках, соответственно, 12 и 10 золотых монет. 

Ответ: 12 и 10 монет. 
        Задача 7. Ковбой Билл зашёл в бар и попросил у бармена бутылку виски за 3 доллара и шесть коробков непромокаемых спичек, цену которых он не знал. Бармен потребовал с него 11 долларов 80 центов (1 доллар= 100 центов), и в ответ на это Билл вытащил револьвер. Тогда бармен пересчитал стоимость покупки и исправил ошибку. Как Билл догадался, что бармен пытался его обсчитать?
Подсказка: обратите внимание: Билл купил 6 коробков спичек. 
Решение: сколько бы ни стоили спички, общая сумма, которую должен заплатить Билл, должна делиться на 3: цена бутылки делится на 3, и цена шести коробков спичек тоже делится на 3, даже если цена одного коробка на 3 не делится. Бармен, однако, назвал общую сумму, не кратную 3. Значит, сумма была подсчитана неверно. 
Ответ:  общая стоимость покупки должна быть кратна 3. 

       Задача 8. Про заданные семь чисел известно, что сумма любых шести из них делится на 5. Докажите, что каждое из чисел делится на 5.
Подсказка: попробуйте доказать, что сумма всех семи чисел делится на 5. 

Решение:обозначим наши числа через A, B, C, D, E, F, G, а их сумму через M, т.е. M = A + B + C + D + E + F + G. Тогда все числа M - A, M - B, M - C, M - D, M - E, M - F, M - G будут делиться на 5. Следовательно, и их сумма обязательно должна делиться на 5. Сумма равна 7M - (A + B + C + D + E + F + G) = 6M. Таким образом, 6M делится на 5. Это возможно только, если M делится 5. Но если числа M и M - A делятся на 5, то тогда и A делится 5. Аналогично установим, что и все остальные числа  — B, C, E, F и G  — делятся на 5. 

Задача 9.Расставьте по кругу четыре единицы, три двойки и три тройки так, чтобы сумма любых трех подряд стоящих чисел не делилась на 3.

Решение:
[image: image21.png]



Задача 10
а) a + 1 делится на 3. Докажите, что 4 + 7a делится на 3.

б) 2 + a и 35 - b делятся на 11. Докажите, что a + b делится на 11.
Решение:
а) 4 + 7a = 4(a + 1) + 3a;

б) a + b = (2 + a) - (35 - b) + 33.
        Задача 11.Доказать, что произведение n первых простых чисел не является полным квадратом.
Подсказка: среди первых простых чисел только одно четное число 2. 

Решение: произведение n первых простых чисел делится на 2 и не делится на 4, следовательно, это произведение не может быть полным квадратом. 

     Задача 12   В клетках шахматной доски записаны в произвольном порядке натуральные числа от 1 до 64 (в каждой клетке записано ровно одно число и каждое число записано ровно один раз). Может ли в ходе шахматной партии сложиться ситуация, когда сумма чисел, записанных в клетках, занятых фигурами, ровно вдвое меньше суммы чисел, записанных в клетках, свободных от фигур?
         Решение: Сумма чисел от 1 до 64 равна 65х32. Пусть a - сумма чисел, на клетках, занятых фигурами. Тогда 2a - сумма чисел на пустых клетках, тогда для суммы всех чисел имеем уравнение 3a=65х32, которое не имеет решения в целых числах, так как выражение справа не делится на три. 
      Задача 13

а) Назовите 10 первых натуральных чисел, имеющих нечетное число делителей (в число делителей включается единица и само число). 

б) Попробуйте сформулировать и доказать правило, позволяющее найти следующие такие числа.
Решение: если x — делитель числа A, то [image: image22.png]


— тоже его делитель. Это простое наблюдение показывает, что каждому делителю числа A можно поставить в соответствие двойственный делитель (так, что произведение любого делителя на свой двойственный равно A). При этом очевидно, что делитель x является двойственным себе тогда и только тогда, когда x² = A. Таким образом, если число A не является полным квадратом, то все его делители разбиваются на пары двойственных друг другу, тем самым их количество четно. Если же число A является полным квадратом, то при разбиении его делителей на пары двойственных без пары останется единственный делитель [image: image23.png]


. Значит, в этом случае количество делителей нечетно. Итак, натуральное число имеет нечетное число делителей тогда и только тогда, когда оно является полным квадратом. Первые десять таких чисел — 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. 

      Задача 14  Существует ли натуральное число, кратное 2007 , сумма цифр которого равна 2007? Решение: заметим, что 2007=32· 223 . Поэтому число 200720072007.. 2007 (число 2007 повторяется 223 раза) удовлетворяет условию задачи. Существуют и другие примеры. 
Ответ: да, существует. 
      Задача 15  Докажите, что ни при каком натуральном m число 1998m-1 не делится на 1000m-1.Подсказка: если число A делится на B, то A-B также делится на B. Решение: если число 1998m-1 делится при некотором натуральном m на 1000m-1, то при этом m разность (1998m-1)-(1000m-1)=1998m- 1000m=2m(999m-500m) также делится на 1000m-1. Поскольку 1000m-1 - число нечетное, то на 1000m- 1 должна делиться также разность (999m-500m). Но это невозможно, так как при любом натуральном m 999m-500m<1000m-1. 
Задача 16  В магазине было 6 ящиков, массы которых соответственно 15, 16, 18, 19, 20 и 31 килограммов. Две фирмы приобрели 5 ящиков, причем одна из них взяла по массе яблок в два раза больше, чем другая. Какой ящик остался в магазине? 
Подсказка: если одна фирма приобрела x килограммов яблок, то вторая — 2x, поэтому масса приобретенных яблок должна делится на 3. 
      Задача 17  На складе лежало несколько целых головок сыра. Ночью пришли крысы и съели 10 головок, причем все ели поровну. У нескольких крыс от обжорства заболели животы. Остальные 7 крыс следующей ночью доели оставшийся сыр, но каждая крыса смогла съесть вдвое меньше сыра, чем накануне. Сколько сыра было на складе первоначально?
Решение: пусть всего было k крыс ( k>7 ), тогда каждая съела в первую ночь по 10/k головок сыра. Во вторую ночь каждая крыса съела вдвое меньше, то есть 5/k головок. Все 7 крыс съели тем самым 35/k головок. Это целое число. Единственный делитель числа 35, превышающий 7, "– само число 35. Поэтому 35k=1 , и всего на складе до нашествия крыс было 10+1=11 головок сыра. Ответ: 11 головок сыра. 
      Задача 18.Докажите, что число, имеющее нечетное число делителей, является точным квадратом.
Подсказка:  если d - делитель числа n, то n / d - также делитель.
Решение: если d - делитель числа n, то n / d - также делитель. Таким образом, все делители числа делятся на пары. Если число имеет нечетное число делителей, то делители какой-то пары совпадают. Тогда d = n / d, откуда n = d2, то есть число n - квадрат целого числа.

        Задача 19  В семье шестеро детей. Пятеро из них соответственно на 2, 6, 8, 12 и 14 лет старше младшего, причем возраст каждого ребенка — простое число. Сколько лет младшему?
Подсказка: может ли возраст младшего ребенка быть четным числом?
Решение: возраст младшего ребенка не может быть четным числом, так как иначе во старших детей не будут простыми числами. Он не может оканчиваться на 1, 3, 7, 9 — иначе возраст одного из старших детей будет делиться на 5. Единственное простое число, удовлетворяющее этим условиям, - 5. Проверка показывает, что если возраст младшего ребенка будет равен 5 годам, возрасты всех старших будут выражаться простыми числами. 

Задача 20. Разложите на простые множители числа 111, 1 111, 11 111, 111 111, 1 111 111. 
Ответ:111 = 3 . 37; 1 111 = 11 . 101; 11 111 = 41 . 271; 111 111 = 3 . 7 . 11 . 13 . 37; 1 111 111 = 239 . 4649. 

       Задача 21.Натуральное число умножили последовательно на каждую из его цифр. Получилось 1995. Найдите исходное число

Подсказка: разложите число 1995 на простые множители. 

Решение: разложим число 1995 на простые множители  1995 = 3×5 . 7 . 19. Надо разбить это произведение на две группы: часть множителей войдёт в исходное число, а другая часть будет его цифрами. Ясно, что 19 войдёт в искомое число (цифры ''19'' нет!). Остаётся несложный перебор, который даёт единственный ответ: 57 . 5 . 7 = 1995. 

Ответ: 57*5*7.
      Задача 22. Найдите все числа, при делении которых на 7 в частном получится то же число, что и в остатке. 

Подсказка: заметьте, при делении числа на 7 возможны только 7 разных остатков. 
Решение: остаток при делении на 7 не может превышать 6, таким образом, интересующие нас числа можно представить в виде 7a + a = 8a, где a = 1, 2,[image: image24.png]


..., 6. Итак, вот эти числа: 8, 16, 24, 32, 40, 48. 

Ответ: 8, 16, 24, 32, 40, 48. 

       Задача 23.При делении некоторого числа m на 13 и 15 получили одинаковые частные, но первое деление было с остатком 8, а второе без остатка. Найдите число m. 

Подсказка: как определить, на сколько остаток от деления на 15 больше, чем остаток от деления на 13, если известно, чему равно частное? 

Решение: число 13 на 2 меньше 15. Значит, при одном и том же частном n остаток от деления на 15 на 2n больше, чем остаток от деления на 13, т.е. 2n = 8. Отсюда делимое m равно 15[image: image25.png]


4 = 13[image: image26.png]


4 + 8 = 60. 

Ответ: 60. 

        Задача 24.Изменятся ли частное и остаток, если делимое и делитель увеличить в три раза? 

Подсказка: попробуйте рассмотреть два случая: а) остаток равен нулю; б) остаток не равен нулю. 

        Решение: если остаток был равен нулю, никаких изменений не произойдёт. Действительно, пусть наш пример был AB : A = B. Тогда новый пример будет 3AB : 3A = B. Если же остаток не был равен нулю, то при увеличении и делимого и делителя в 3 раза частное не изменится, а остаток увеличится втрое. Действительно, пусть первоначальный пример был такой  — (AB + a) : A = B (остаток a < A); тогда новый пример будет (3AB + 3a) : 3A = B (остаток 3a). 

Ответ: если остаток не равен 0  — да, в противном случае  — нет.
      Задача 25. Может ли сумма пяти последовательных натуральных чисел быть простым числом?
Решение: Проверим на частных примерах, каким числом является сумма пяти последовательных натуральных чисел – простым или составным: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15; 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20; 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 25; …; 10 + 11 + 12 + 13 + 14 = 60.

Числа 15, 20, 25, 60 – составные числа. Получаем гипотезу: сумма пяти последовательных натуральных чисел – число составное. Докажем ее. Имеем:

А = п + (п + 1) + (п + 2) + (п + 3) + (п + 4) = 5п + 10 = 5 (п + 2).  
Так как по условию п є N, то п + 2 є N и 5 (п + 2) є N,

 причем 5 (п + 2) > 5. Следовательно, указанная сумма кратна 5, но не равна 5, т.е. А – число составное.   Ответ: не может.

      Задача 26  В пятиэтажном доме с четырьмя подъездами подсчитали число жителей на каждом этаже, кроме того, в каждом подъезде. Могут ли все полученные 9 чисел быть нечетными?

Решение: Обозначим число жителей на этажах соответственно через а1, а2, а3, а4, а5, а число жителей в подъездах – соответственно через b1, b2, b3, b4. Тогда общее число жителей дома можно подсчитать двумя способами – по этажам и по подъездам: 

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = b1 + b2 +b3 +b4. 

Если бы все эти 9 чисел были нечетными, то сумма в левой части записанного равенства была бы нечетной, а сумма в правой части была бы четной. Следовательно, это невозможно.    Ответ: не могут. 

Задача27.  Четно или нечетно произведение (7а + х + 2с + 1)(3а – 5х + 4с + 10),  где а, с, х – целые числа.

 Решение: Можно перебирать случае, связанные с четностью или нечетностью чисел а, с, и х   (8 случаев!), но проще поступить иначе. Сложим множители:
(7а + х + 2с + 1) + (3а – 5х + 4с + 10) = 10а – 4х + 2с +11
Так как полученная сумма нечетна, то один из множителей данного произведения четен, а другой нечетен. Следовательно, само произведение четно.   Ответ: четно. 

Задача 28. Докажите, что при любом целом а разность а5 – а делится на 5
Решение:  Разложим данную разность на множители:
а5 – а = а (а4 – 1) = а(а2 – 1)(а2 + 1) = а (а – 1)(а + 1)(а2 + 1).

Теперь можно рассмотреть пять случаев:

а = 5k, а = 5k + 1, а = 5k + 2, а = 5k + 3, а = 5k + 4 (k є Z),

но это длинновато. Давайте посмотрим, нельзя ли здесь получить произведение пяти последовательных чисел – от а – 2 до а + 2? Для этого множить а2 + 1 представим в таком виде:      а2 + 1 = (а2 – 4) + 5.

 Получаем:  а5 – а = а (а – 1)(а + 1)((а2 – 4) + 5) = а (а – 1)(а + 1)(а – 2)(а + 2) + 5а (а – 1)(а + 1).
Первое слагаемое этой делится на 5, как произведение пяти последовательных целых чисел; второе – также делится на 5. Следовательно, и вся сумма, т.е. а5 – а делится на 5.

        Задача 29.   К числу 41 приписать слева и справа по одной цифре так, чтобы полученное четырехзначное число делилось на 36. Найти все решения.  
Решение: Обозначим неизвестные цифры через x и y. Применим к числу  ‘x41y’ признак делимости на 4:    ‘1·y’ : 4.
Тогда y = 2 или y = 6. Рассмотрим оба случая.

1.  Пусть y = 2.

Получим число ‘x412’. На основании признака делимости на 9

 (x + 4 + 1 + 2) : 9, (x + 7) : 9.    Отсюда  x = 2.
2. Пусть y = 6. Тогда 

‘x416’ : 9, (x + 4 + 1 + 6) : 9, (x + 11) : 9.

Следовательно,  x  = 7. 
Ответ: четырехзначное число равно 2412 или 7416.
Задача30. Докажите, что делимость натурального числа на 11 равносильна делимости на 11 разности между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой цифр, стоящих на четных местах (другими словами – делимости на 11 знакочередующейся суммы его цифр).

Решение:

Возьмем пятизначное число и представим его в следующем виде:

‘abcde’ = 10000a + 1000b + 100c + 10d + e =

= (9999 + 1) a + (1001 – 1) b + (99 + 1) c + (11 – 1) d + e =

= 9999a + a + 1001b – b + 99c + c + 11d – d + e =

= (9999a + 1001b + 99c + 11d) + (a – b + c – d + e).

Сумма в первых скобках делится на 11, так как ее каждое слагаемое делится на 11. Получаем, что число ‘abcde’ делится на 11 в том и только в том случае, когда сумма во вторых скобках делится на 11. Но эта сумма есть разность между суммой a + c + e цифр числа, стоящих на нечетных местах, и суммой b + d цифр, стоящих на четных местах, или знакочередующаяся сумма   a – b + c – d + e всех цифр числа.

Мы провели доказательство признака делимости на 11 для пятизначного числа; примерно оно так же проводится для числа с любым количеством цифр.

Приведем пример к признаку делимости на 11. Число 924385 делится на 11, так как сумма    9 – 2 + 4 – 3 + 8 – 5 = 21 – 10 = 11  делится на 11. 

    Задача31 . Докажите, что сумма 9а5 – 5а3 – 4а при любом целом а делится на 15.

Решение:   Нужно доказать, что данная сумма делится на 3 и на 5. 
1. Для доказательства делимости суммы на 3 достаточно доказать, что    5а3 + 4а делится на 3 (поскольку 9а5 делится на 3). Имеем:

5а3 + 4а = (5а3 – 5а) + (5а + 4а) = 5(а3 – а) + 9а
Каждое из слагаемых полученной суммы делится на 3, поэтому и вся сумма делится на 3. 

2. Для доказательства делимости исходной суммы на 5 достаточно доказать, что 9а5 – 4а делится на 5. Преобразуем эту разность:

9а5 – 4а = (9а5 – 9а) + (9а – 4а) = 9(а5 – а) + 5а.

Полученная сумма действительно делится на 5. 

Задача32   Доказать, что (11п+2 +122n+1) : 133.

Решение: При п = 1 имеем:
113 + 123 = (11 + 12)(112 – 11·12 + 122) = 23 ·133.

Но (23·133) : 133, а это означает истинность нашего утверждения при п = 1 .    Предположим, что это утверждение истинно при п = k, т.е. что

(11k+2 + 122k+1) : 133.

Докажем, что тогда оно будет истинно и при п = k + 1, т.е. что

(11(k+1) +2 + 122(k+1) +1) : 133, или 11k+3 + 122k+3 : 133.

Действительно, 11k +3 + 122k+3 = 11·1k+2 + 144·122k+1 = 11·11k+2 + 11·122k+1 + 133·122k+1= 11 (11k+2 + 12k+1) + 133·122k+1.

Полученная сумма делится на 133, т.е. утверждение истинно и п = k + 1.

По принципу математической индукции наше утверждение доказано для всех п є N.    Доказано.
Задача 33   Есть шоколадка в форме равностороннего треугольника со стороной n, разделенная бороздками на равносторонние треугольники со стороной 1. Играют двое. За ход можно отломать от шоколадки треугольный кусок вдоль бороздки, съесть его, а остаток передать противнику. Тот, кто получит последний кусок - треугольник со стороной 1, - победитель. Тот, кто не может сделать ход, досрочно проигрывает. Кто выигрывает при правильной игре? 
Ответ: если число n является простым, то выигрывает второй игрок, иначе выигрывает первый игрок. 

После первого хода образуется равнобедренная трапеция. Посмотрим какие фигуры образуются на последующих ходах. 
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Пусть на каком-то ходу один из игроков получил шоколадку в форме равнобедренной трапеции с меньшим основанием a и большим основанием b (длина боковой стороны такой трапеции равна b-a). Если он отломает треугольник, сторона которого меньше, чем b-a, то другой игрок может отломать треугольник со стороной 1, и этот игрок проигрывает (рис. 22}). Следовательно, в этой ситуации он должен отломать треугольник со стороной b-a. После этого хода остаётся параллелограмм, длины сторон которого равны a и b-a. 

Пусть игрок получил шоколадку в форме параллелограмма со сторонами a и b, причём a<b. Тогда по аналогичным соображениям он должен отломать треугольник со стороной a. После этого хода остаётся равнобедренная трапеция с основаниями b-a и b. 

Таким образом, если в некоторый момент один из игроков получил шоколадку в форме параллелограмма со сторонами a и b (a<b), то через два хода он получит шоколадку в форме параллелограмма со сторонами a и b-a. 

Если же один из игроков получил параллелограмм с равными сторонами (т. е. ромб), то после его хода образуется треугольник (рис. 23). 

Теперь приведём выигрышную стратегию для второго игрока при простом n. Ему достаточно каждый раз отламывать кусок наибольшего размера. Покажем, что эта стратегия приводит к выигрышу. Пусть первый игрок отломал треугольник со стороной k. После хода второго игрока образуется параллелограмм со сторонами k и (n-k). Эти числа взаимно просты, так как n - простое число. Далее, после каждого хода второго игрока будет получаться параллелограмм (пока в конце концов не получится ромб). Длины сторон этого параллелограмма взаимно просты (если k и n взаимно просты, то k и (n-k) тоже взаимно просты). Значит, длины сторон ромба тоже взаимно просты. Но это означает, что получится ромб со стороной 1! Первый будет вынужден отломать от него треугольник со стороной 1, после чего второй выигрывает. 

Если n=1, то первый уже выиграл. Пусть теперь число n составное. Обозначим через p любой простой делитель числа n. Пусть первый сначала отломает треугольник со стороной p, а потом каждый раз отламывает самый большой кусок. Через некоторое время второй игрок получит треугольник со стороной p и, как было разобрано выше, через несколько ходов проиграет. 

Нахождение НОД и НОК  Найдем все делители чисел 16 и 36. Для числа 16 – 1, 2, 4, 8, 16. Для числа 36 – 1, 2, 3, 4, 6, 12, 18, 36. Среди выписанных делителей двух чисел есть одинаковые: 1, 2, 4. Все эти числа называют общими делителями чисел 16 и 36, а наибольшее среди них, число 4 - наибольшим общим делителем и обозначается НОД (16, 36).
Чтобы найти НОД нескольких чисел, надо разложить их на простые множители и найти произведение общих простых множителей, взяв каждый из них с наименьшим (из имеющихся) показателем.

Найдем НОД (24,60,72). 24 = 23 (3, 60 = 22(3(5, 72 = 23(32 . НОД (24,60,72) = 22(3 =12.Чтобы найти НОК нескольких чисел, надо разложить эти числа на простые множители и найти произведение всех получившихся простых множителей, взяв каждый из них с наибольшим (из имеющихся) показателем.

Найдем НОК (24,60,72). 24 = 23 (3, 60 = 22(3(5, 72 = 23(32 .  НОК (24,60,72) = = 23(32(5 =360.


С помощью НОД и НОК можно легко решать некоторые задачи.

Задача 34 Винтик, Шпунтик и Незнайка бегают по круговой дорожке стадиона: Винтик со скоростью 40 м/мин, Шпунтик – 50 м/мин, а Незнайка – 25 м/мин. Только что они встретились все вместе у красного флажка. Длина дорожки стадиона равна 200 м. Через сколько минут они встретятся снова все вместе у этого же флажка первый раз?  

     Решение. Винтик пробегает круг за 5 минут, Шпунтик – за 4 минуты, а Незнайка – за 8 минут. Найдем НОК (4, 5, 8), он равен 40. Значит, первый раз они все снова втроем встретятся у красного флажка через 40 минут.

Ответ: 40 минут. 

Задача 35. Таня, Люба и Катя вместе собирают бусы из жемчужин и ракушек. У Тани есть 98 черных жемчужин; у Любы –168 белых жемчужин, а  у Кати – 42 ракушки. Какое наибольшее количество одинаковых бус они могут собрать, истратив все свои драгоценности, и сколько жемчужин и ракушек будет в одном изделии?

     Решение. Чтобы определить наибольшее количество одинаковых бус найдем НОД (42, 98, 168). Это будет число 14. Значит, они могут собрать 14 одинаковых бус из 7 черных жемчужин (98/14), 12 белых жемчужин (168/14) и 3 ракушек (42/14).

Ответ: 14 бус, 7 черных жемчужин, 12 белых жемчужин и 3 ракушки.
Задачи

для самостоятельного решения
1. При любом целом а сумма a3+5a. кратна 6. Докажите это.

2. Докажите, что произведение любых четырёх последовательных целых чисел кратно 24.

3. Двоим друзьям потребовалось вычислить 42-32. Они заметили, что результат - число 7 равно сумме чисел 4 и 3. Проверив своё открытие на числах 10 и 11, друзья установили, что оно подтверждается и в этом случае: 112-102=11+10. После этого друзья нашли все пары натуральных чисел (а,b), для которых разность а2-b2 равна сумме а+b. Как им это удалось?

4. Задача сформулирована индийским математиком Бхаскара I (VI в). Найти натуральные числа, дающие при делении на 2, 3, 4, 5 и 6 остаток 1 и, кроме того, делящиеся на 7.

5. У шестиклассника 10 предметов. За год его средний балл равен 4,6. Сколько у него троек, четвёрок и пятёрок, если известно, что есть все эти оценки?

6. Над двумя различными натуральными числами проделывают четыре действия: а) находят их сумму; б) из большего числа вычитают меньшее; в) находят произведение двух исходных чисел; г) большее число делят на меньшее. Сумма результатов всех четырёх действий равна 243. Что это за числа?

7. Коля, Серёжа и Ваня регулярно ходили в кинотеатр. Коля бывал в нём каждый 3-й день, Серёжа  — каждый 7-й, Ваня  — каждый 5-й. Сегодня все ребята были в кино. Когда все трое встретятся в кинотеатре в следующий раз? 
8. В лес за грибами пошли 11 девочек и n мальчиков. Вместе они собрали n2+9n-2 гриба, причём все они собрали поровну грибов. 
Кого было больше: мальчиков или девочек? 

9.  Докажите, что n3 + 2n делится на 3 для любого натурального n. 

10. Фома и Ерёма нашли на дороге по пачке 11-рублевок. В чайной Фома выпил 3 стакана чая, съел 4 калача и 5 бубликов. Ерёма выпил 9 стаканов чая, съел 1 калач и 4 бублика. Стакан чая, калач и бублик стоят по целому числу рублей. Оказалось, что Фома может расплатиться 11-рублевками без сдачи. Покажите, что это может сделать и Ерёма. 

11. Может ли сумма трех последовательных натуральных чисел быть простым числом? 

Список литературы.
1. «Современный справочник необходимых знаний» Москва 2004 

2. ЗАО «Славянский дом книги»

3. И. Я. Депман «История арифметики» Москва 2007 Издательство «Просвещение»

4. Г. И. Глейзер «История математики в школе 4 – 6 классы» Москва 2009 «Просвещение»

5. Г. И. Глейзер «История математики в школе 7 – 8 классы» Москва 2013, 2 издание, «Просвещение»

6. «1001 вопрос и ответ. Большая книга знаний» Москва 2012 «Мир книги» 

7. «Избранные задачи и теоремы элементарной математики. Арифметика и алгебра»/ Д. О. Шклярский, Н. Н. Ченцов, И. М. Яглом – 8-е изд. – М.: Издательство «Наука», 2010.

8 Интернетресурсы.
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