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Введение

Задачи этого типа в ЕГЭ имеют, на взгляд автора, некоторые 
особенности.

1. В условия входят довольно большие числа, которые, по словам 
составителей ЕГЭ, соответствуют реальным задачам  банков. Однако, 
как показывает опыт, вычисления «в лоб» на калькуляторе не дают 
верного результата -  не хватает цифр в ответе. Поэтому, прежде 
чем подставлять числа, надо очень тщательно произвести упрощ е
ния числовых выражений.

2. Во многих случаях сначала задачу удобно реш ить в общем ви
де, а в конечную формулу подставить заданные числа. Кто-то ска
ж ет, что надо запомнить готовые формулы для разны х задач. Одна
ко это не очень хорошо, так как в формулы входит много данных 
(без шпаргалки трудно!), в разны х источниках обозначения одних и 
тех ж е величин разны е -  легко что-то перепутать. Кроме того, все
гда может возникнуть несколько изменённая формулировка условий, 
а тогда пригодится умение реш ать в общем виде.

3. Условия некоторых задач не сразу  «доходят» до неискушённо
го в кредитах или прибыли заводов школьника.

Поэтому здесь приведены решения многих задач, не зависимые 
друг от друга, чтобы можно было смотреть задачи в любом порядке.
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Кредит, долг, выплаты..
Обозначения. Пусть некто берёт кредит на некоторую сумму в 

S  рублей на определённый срок -  п  лет, месяцев или дней. Как пра
вило, долг Ог- в конце i -го года (месяца или дня) возрастает по срав
нению с долгом в конце предыдущего года (месяца или дня), напри
мер, на а%. Долг в год взятия кредита мы будем обозначать D0. К а
кую-то часть долга в сумме Ьг- рублей этот некто возвращ ает до 
конца года (месяца или дня), при этом условия возврата могут быть 
самые разные: кто-то выплачивает ежегодно (ежемесячно, еж еднев
но) одинаковые суммы, кто-то выплачивает так, что ежегодно (еж е
месячно, ежедневно) долг уменьш ается на одну и ту ж е сумму, кто- 
то выплачивает конкретно оговоренные суммы и т. д. Вот такие з а 
дачи мы и рассмотрим.

Пример 1. В июле планируется взять кредит в банке на сумму 
100 ООО рублей. Условия его возврата таковы:

1) каж ды й январь долг возрастает на а% по сравнению с концом 
предыдущего года,

2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить часть 
долга.

Найдите число а, если известно, что кредит был полностью по
гашен за два года, причём в первый год было переведено 55 ООО 
руб., а во второй 69 ООО руб.

Решение. По условию, в январе первого после взятия кредита года

долг (янв) стал равен + рублей, а после выплаты ф руб

лей D, (июль) = 5 1 1 +  — bi. Аналогично,
1 I 100 J

(  а Л ^ (  а
1 + •—■—• — bjl 1 н-----

1 lo o j Ч 1 iooJ
\ \  / \ /  \2 / a  ) , If, ч \ , _ (, а } , ( , а

А,(ИЮЛЬ) =  | Д 1  +  —  +  — j -  I * = ^ l  +  _ j  - ъ ^ 1  +  — J - l

В данной задаче клиент полностью  вы платил кредит за  два года -  
значит,

Do (июль) = 0 <=» 5  {1 + -  bi Г1 + -  Ьо =0.
2 I, 100 J Ч  ЮО J

Отсюда можно вы разить любую величину через остальные. Нас 
интересует значение а:
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Подставим данные числа:

27500+ V2752 -104 + 69-108 25-11 + 25^121 + 1104 , ПЛа = -------------------- 5---------------------100   100 =
10 Ю

5-11 + 5-35 _ 100 ^  а = 15%

Ответ. 15.

1. Одинаковые выплаты
В зад ач ах  этого пункта клиент ежегодно вы плачивает одну и 

ту  ж е сумму, которую  мы обозначим буквой Ъ.
Пример 2. В июле планируется взять кредит на сумму 8 052 000 

рублей. Условия его возврата таковы:
1) каж ды й январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 

предыдущего года,
2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко

торую часть долга.
Сколько рублей нужно платить ежегодно, чтобы кредит был 

полностью погашен четы рьмя равными платеж ами (т. е. за 4 года)?
Решение. Пусть планируется взять  кредит на сумму S  рублей, 

тогда в январе долг возрастает на а% и становится равным

*S*-f —— а = f l -)———I рублей,
100 «V 100 J

а после выплаты  b рублей в июле долг становится равным

Di = S  ( l  + ^  j  -  b рублей.

Рассуж дая аналогично и учитывая, что выплаты  одинаковы, полу
чим, что долги в июле следующих лет будут следующими:



Обозначим, для удобства, 1 + = Тогда

D „ = S q n -  Ъ(q” -1 + gn_2 +... + q + 1) = S q n — b • — — -• (1)
' ' q - 1'n

Если кредит выплачен полностью за п  лет, то

Dn = 0 <=> S q n — Ъ ■ %   = 0.
q - 1

Отсюда следует, что тогда

Вта = о <=» b = —  } Ч (2 )
qn - l

Подставим в формулу (2) числовые данные задачи:

8052000 • (1,2)4 • 0,2 _ 8052000 • 1,44 • 1,44 • 0,2 _ 

(1,2)4 - 1  ~ 0,44-2,44

_ 8052000•144■144•0,2 _ 805 200■36•36•2 _ 
44-244 ~ 11-61

73 200 ' 36 ' 36 '.1 = х 200 ■ 36 ■ 36 • 2 = 3 110 400.
61

Ответ. 3 110 400.

Пример 3. В июле планируется взять кредит в банке на некото
рую сумму. Условия его возврата таковы:

1) каж дый январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 
предыдущего года,

2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить часть 
долга, равную 2,16 млн рублей.

Сколько млн рублей было взято в банке, если известно, что он 
был погашен тремя равными платеж ами (т. е. за 3 года)?

Реш ение. В оспользуемся ф ормулой (2), но разреш им  её отно
сительно S:



П одставляя числовые данные задачи, получим:

S  = 2 , 1 6 . M - 4  = = 2,16- ° ’-728 = 216 ■ ■ ™
0,2 ■ (1,2)3 ’ 0,2-1,728 20-1728

182 91 л
= ----- =  = 4,55 млн руб.

5 - 8 5 - 4
Ответ. 4,55.
Пример 4. В июле планируется взять кредит на сумму 4 026 ООО 

рублей. Условия его возврата таковы:
1) каж ды й январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 

предыдущего года,
2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко

торую часть долга.
На сколько рублей больше придётся отдать в случае, если кр е

дит будет полностью выплачен за  4 года, по сравнению со случаем, 
если кредит будет полностью вы плачен за 2 года?

Решение. В силу формулы (2)

S q n ( q -  1)
Ъ = ■

qn -  1
Пусть при погашении за 4 года ежегодная выплата равна bj 

рублей, а при погашении за 2 года Ъ2 рублей. Тогда

4Ь _ /[ 4026000(1,2)4 0,2 4-4026000-0,2-1 ,44-1 ,44
1 (1,2)4 - 1  ”  0,44-2,44

402600-2-36-144 
11-61

_ 0 4026000(1,2)2 0,2 2-402600-36 -2ZO9 — Z------------ ------------—-----------------------

4bj -  2 b2 =

(1,2) - 1  П
402600-2-36-144  2 -402600-36-2

11-61 11 
40260 0 -3 6 -4 (7 2 -6 1 ) _ 402600-36-4

11-61 61 
Ответ. 950 400.

144-6600 = 950400

Пример 5. Оля хочет взять кредит на 100 000 рублей. Погашение 
кредита происходит раз в год равными суммами (кроме, быть мо
жет, последней) после начисления процентов. Ставка 10% годовых.

На какое минимальное количество лет Оля мож ет взять кредит, 
чтобы ежегодные выплаты  были не более 24 000 рублей?

Решение. Воспользуемся формулой (2):
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S q k ( q - l )  S(qk - 1  + 1)(д-1) _

qk - 1 qfc- l
S ( q - i )

= S ( q -  l) + - £ -----
q - 1

Чем меньше значение к  (q > 1), тем больше величина выплаты. 
Значит, минимальное к  находится из неравенства

Ь = —  - i i l l i l  < 24000 <=> Sqk (q - 1) < 24000qfc -  24000 <=>
q i

fc „ 24000<=> qK <
2 4 0 0 0 -S' (q -1 )

Подставим заданные числа.
В нашем случае

5  = 100000, a = 10% =>q = l + — = 1 + — = 1,1,
100  100

(!,!)*>  24000 = —  = 1,71...
24000-10000 7

Неравенство в целых числах не реш ается, но нам нужна ниж няя 
граница к. Поэтому посмотрим степени 1,1:

(1,1)2 = 1,21 => (1,1)4 = 1,4641 => (1,1)5 = 1,61051 < 1,7,

(1,1)6 =1,77... >1,71...

Следовательно, кп =  6 .

Можно, наверное, написать и такой ответ:

lg
12

к > -
lg 1Д

<=> kmin =
lg

12

I g U
+  1 .

Ответ. 6.
Пример 6. В июле планируется взять кредит на сумму 1 300 000 

рублей. Условия его возврата таковы:
1) каж ды й январь долг возрастает на 10% по сравнению с концом 

предыдущего года,
2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко

торую часть долга.
На какое минимальное количество лет можно взять кредит, что

бы ежегодные выплаты  были не более 350 000 рублей?
Решение. Воспользуемся формулой (2):
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1300000(1,l )k 0,1 13(1,l )k
b = ------------ — — < 350000 о  — Ц-П— < 35 <=>

( l , l ) fc- l  ( l , l ) fe- l

»  (l> l)fc ^ | |  = 1,5909...

(1,1)2 -  1,21 => (1,1)4 = 1,4641 => (1,1)5 = 1,61051 > 1,5909... =>

—̂ ^min = 5-
Ответ. 5.

2. Уменьш ение ежегодного долга 
на одну и ту ж е величину

В задачах  этого пункта условия вы платы  кредита другие -  
клиент вы плачивает в каж ды й последую щий год такую  сумму, 
чтобы в конце каждого года долг был на одну и ту  ж е величину 
меньше долга на конец предыдущ его года. Эту одну и ту  ж е вели
чину мы обозначим буквой с.

Пример 7. В июле планируется взять кредит на сумму 6 млн 
рублей. Условия его возврата таковы:

1) каж ды й январь долг возрастает на 20% по сравнению с концом 
предыдущего года,

2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко
торую часть долга,

3) в июле каждого года долг должен быть на одну и ту  ж е вели
чину меньше долга на июль предыдущего года.

На какой минимальный срок следует взять  кредит, чтобы наи
больший годовой платёж  по кредиту не превысил 1,8 млн рублей?

Решение. В год взятия кредита долг равен взятой сумме S,  а в 
конце этого года долг мы обозначаем D0 = S. По условию, в конце 
следующего года долг должен быть равным D0 -  с = S  -  с. С другой 
стороны, по условию:

D i(hhb)= S  f 1 + —— I,
I  1 0 0 /

а после июня
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то есть

D, = £ | 1  + —  }-b1= S - c ^ c  = S + b - S \ l  + —  
1 100J V 100

и с а= bi -  s  ,
100

с = & ,- £ •  —  . (4)
1 100

Далее долг вы раж ается простыми формулами:
D2 = S  -  2с,
D3 = S -  Зс,

Dn = S  -  пс
и т. д.

Подставим вместо с найденное значение (4): 

Di, = S - k \  Ь, -  5 -  а
100

= 5 ( ц - ? с — l-feb ,.
V 100 J

Если кредит гасится за п  лет, то

Dn = 0 <=> 51 1 + гг, — j -  nbi = 0,
п { 100)  1

откуда следует, что

Dn = 0 <=> тг =    . (5)(I
Ъг ~ S ------

1 100
Разреш им соотношение (5) относительно fy:

S\  1 + к  а
Dk = 0 ^ b 1 = 4 100у (6)

гС
Подставим заданные числа:

6 (1 + 0,2 к)
bi = —------ — - < 1,8 <=>

к
<+> 0, б/с > б <+> к > 10.

Ответ. 10.
Пример 8. В июле планируется взять кредит на сумму 20 млн 

рублей. Условия его возврата таковы:
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1) каж ды й январь долг возрастает на 30% по сравнению с концом 
предыдущего года,

2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко
торую часть долга,

3) в июле каждого года долг должен быть на одну и ту  ж е вели
чину меньше долга на июль предыдущего года.

На сколько лет был взят кредит, если общая сумма выплат после 
его погашения составила 47 млн рублей?

Решение. Эту одну и ту ж е величину мы обозначим буквой с. 
Проследим за последовательными выплатами:

= S \ 1  + — 1 -b j  = S  - с  <=>
1 0 0 .

« Ь ,  = s ( l  + - ] - ( S - c )  = S -  —  + c.
V 100J '  100

Обозначим, для удобства, = Я- Тогда

bi = Sq + с, (7)
D 2 = (S  ~ с) (1 + q) -  b2 = S  -  2c O  b2 = (S  -  с) (1 + q) -  (S  -  2c) =

= Sq  + с (1 -  q ) ,

D3 = ( £ - 2 c ) ( l  + q ) - b 3 = S - 3 c  <=> b3 = (S' -  2c) (1 + q) -  (S  -  3c) =

= *!>q + c ( l  -  2q),

b/c = ( S  - ( к  — l)c )(1 + q) -  (£  -  fee) = = £q  + с (l -  (k -1 )  q ) .

Если к  -й  платёж  последний, т. е. S  = кс, то
bk = c ( l  + q) и  (8)

к (l + ffc — 1)1
bj = bi + b2 + b3 + ... + bk — -  Sqk  + k c -  cq  (k  -  l) =

i=l 2
о , , fc (fc -l)-  Sqk  + k c - c q  — — — -.

Если кредит выплачен за к  лет, то, так как Dk = S  -  кс, отсюда
следует, что п к  = S, а тогда сумма выплат за к  лет равна

Ъ1 +Ъ2 +Ъ3 + ... + Ък = S q k  + с к -  q< -- ^

ск -  S
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i  qS S ( q ( k  + 1) + 2)
<=> ]T bj = &! + b2 + b3 + ... + bfc = Sqk + S -  —- ( k - 1) =    -  .

i=i

Итак,
5(q(fc + l)  + 2)

t=l z
Разреш им соотношение (9) относительно n:

к
2 Y b i - S ( q + 2 )

Sqk S (g  + 2) , t x
> b,- = —2— + —^ <=> <=> fc =  .
xt l  2 2 £q

Реш им поставленную задачу:
k =  9 4 - 2 0 ^ 3 =g 

20-0,3
Ответ. 8.

Примечание. Можно было сразу  написать и так:
Dk (янв) = (S  - ( к -  1)с) (1 + q ) ,

Dk (июль) = S  - к с .
Значит,

Ък = Dk (июль) -  Dk (янв) =

= (S  - ( к -  1)с) (1 + q) — (5  — к с ) ,

Ък = Sq + c ( l - ( k - l ) q ) .
Пример 9. В июле планируется взять кредит на сумму 6 млн 

рублей на срок 15 лет. Условия его возврата таковы:
1) каж ды й январь долг возрастает на а% по сравнению с концом 

предыдущего года,
2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко

торую часть долга,
3) в июле каждого года долг должен быть на одну и ту  ж е вели

чину меньше долга на июль предыдущего года.
Н айти а, если известно, что наибольш ий годовой п латёж  

составляет не более 1,9 млн рублей, а наименьш ий -  не менее 
0,5 млн рублей.

Решение. Так как кредит выплачен за 15 лет, то 
S  = кс => 6 = 15с <=> с = 0,4.

Наименьший платёж  -  первый. По формуле (7)

bi = S -  —  + с =  —  + 0,4<1,9<=> а <25%.
100  100

Наибольший платёж  -  последний. По формуле (8)
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Ък = с(1 + q) = 0,4[ 1 + -^ —I > 0,5 ^  а > 25.

Ответ. 25.
Пример 10. В июле планируется взять кредит на сумму 10 млн 

рублей на 5 лет. Условия его возврата таковы:
1) каж ды й январь долг возрастает на 10% по сравнению с концом 

предыдущего года,
2) с ф евраля по июнь каждого года необходимо выплатить неко

торую часть долга,
3) в июле каждого года долг должен быть на одну и ту ж е вели

чину меньше долга на июль предыдущего года.
Сколько млн рублей составила общая сумма выплат после пога

шения кредита?
Решение. По формуле (9):

Ответ. 13.
Пример 11. 15 января планируется взять кредит на 39 месяцев. 

Условия его возврата таковы:
1) 1-го числа каждого месяца долг возрастает на р% по сравне

нию с концом предыдущего месяца,
2) со 2-го по 14-е число месяца необходимо выплатить некоторую 

часть долга,
3) 15 числа каждого месяца долг должен быть на одну и ту  же 

величину меньше долга на 15-е число предыдущего месяца.
Известно, что общая сумма после полного погашения кредита на 

20% больше суммы, взятой в кредит. Найдите р.
Решение. По формуле (9):

п

Ответ. 1.
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Прибыль, зарплата
Пример 12. Зависимость объёма Q купленного у  ф ирмы  товара 

от цены Р (в рублях) вы раж ается  формулой

Доход от продаж и товара составляет PQ рублей. З атр аты  на 
производство Q единиц товара составляет

Прибыль равна разности дохода от продажи товара и затрат  на его 
производство. Стремясь привлечь внимание покупателей, фирма 
уменьш ила цену продукции на 20%, однако прибыль не изменилась.

На сколько процентов следует увеличить сниженную цену, что
бы добиться наибольшей прибыли?

Решение. По условию доход от продажи товара равен

Ф ирма уменьш ила цену продукции на 20% , однако прибыль не 
изменилась. Значит,

-  Р2 + 18000Р -  50000000 =

= - ( 0 ,8Р)2 +18000(0,8 Р ) - 50000000

<=> 0,36Р2 -18000-0 ,2Р  = 0 
Р = 10000 => 0,8Р = 8000.

Итак, новая цена продукции 8000 рублей. Увеличив её на а%, полу
чим цену, равную

Q = 15 000 -  Р, 1000 < Р < 15000.

3 000 Q + 5 000 000 рублей.

PQ = 15000Р -  Р 2 рублей, 
1000 < Р < 15000.

Затраты  на производство Q единиц товара составляют
3000Q + 5000000 =

= 3000 (15000 -  Р) + 5000000 рублей.
Тогда прибыль

D = 15000Р - Р 2 -  3000(15000 -  Р ) -  

-  5000000 = -  Р 2 + 18000Р -  50000000.

-50000000
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Так как D ( a ) -  квадратный трёхчлен с отрицательным коэф ф и
циентом при квадрате переменной, наибольшее значение достигает
ся в его вершине, т. е.

а 18000-8000 9 100 „
1 + -----=  г— = -  О  <̂=> а = ------= 12,5%.

ЮО 2 • 8000 8 8
Ответ. 12,5.
Пример 13. Строительство нового завода стоит 78 млн рублей. 

Затраты  на производство х  тыс. единиц продукции на таком заводе
2

равны 0,5х + 2х + 6 млн рублей в год. Если продукцию завода про
дать по цене р тыс. рублей за единицу, то прибыль фирмы (в млн 
рублей) за один год составит

рх  -  ^0,5х~ + 2х + 6j .

Когда завод будет построен, фирма будет выпускать продукцию в 
таком количестве, чтобы прибыль была наибольшей.

При каком наименьшем значении р строительство завода оку
пится не более чем за 3 года?

Решение. По условию прибыль

D — р х  -  ^0,5х2 + 2х + б| =

= -  0,5х2 + х  (р -  2) -  6.

Так как D (x ) -  квадратный трёхчлен с отрицательным коэф ф и
циентом при квадрате переменной, наибольшее значение достигает-

р -  2 „ _
ся в его вершине, т. е. х  = ^ q ^ = Р ~ При этом ежегодная при

быль

D = -  0 ,5(р  -  2)2 + (р -  2)2 -  6 =

= < Е ^ . Л 
2

Строительство завода окупится не более чем за 3 года, если

3 > 78 <=>

р 2 -  4р -  60 > 0 <=>
р < -  6, 
р > 10.

Отсюда следует, что наименьшее значение р = 10. 
Ответ. 10.
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1. Задачи на исследование условного экстремума, которые 
сводятся к нахож дению  минимума или максимума 

хорош о известного квадратного трёхчлена

В задачах этого типа речь пойдёт о наибольшей прибыли предпри
ятия, наименьшей сумме, требующейся на оплату труда рабочих, и т. д.

С точки зрения математики это задачи на исследование так назы 
ваемого условного экстремума, когда необходимо найти наибольшее 
или наименьшее значение, например, функции f ( x , y ) при условии, 
что переменные связаны некоторым соотношением -  условием 
д ( х , у ) = const.

В следую щ их зад ач ах  необходимо найти минимум или м акси

мум ф ункции двух перем енны х г ( х , у )  = а х 2 +Ъу2 при условии, что 
а х  + /Зу = const. Выразив х  или у  из соотношения а х  + /Зу = const

и подставив в z ( x , y )  = а х 2 + Ьу2, получим квадратны й трёхчлен, 
который необходимо исследовать на экстремум.

Будут приведены алгебраические способы реш ения и, если воз
можно, геометрические.

Пример 14. Владимир является владельцем двух заводов в р а з
ных городах. На заводах производятся абсолютно одинаковые това
ры, но на заводе, расположенном во втором городе, используется 
более совершенное оборудование. В результате, если рабочие на за-

2воде, расположенном в первом городе, трудятся с у м м а р н о  t часов 
в неделю, то за эту неделю они производят 21 единиц товара; а если 
рабочие на заводе, расположенном во втором городе, трудятся с у м -

о
м а р н о  t часов в неделю, то за эту неделю они производят 5t еди
ниц товара.

За  каж ды й час работы (на каждом заводе) Владимир платит 500 
рублей.

Владимиру нужно каж дую  неделю 580 единиц товара.
Какую наименьшую сумму придётся тратить еженедельно на

оплату труда рабочих?
Решение. Пусть на первом заводе рабочие трудятся с у м м а р н о

2 2 х  часов в неделю, а на втором заводе у  часов. Тогда им заплатят

S  = 500 ^х2 + у2 j рублей. При этом первый завод произведёт 2х  еди

ниц товара, а второй 5у  единиц. Владимиру нужно, чтобы было
2х + 5 у = 580.
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Первый способ (алгебраический, в «лоб»). Итак,

(х 2 + у 2) = 500 Г 2 , (580 -  5у Л
V / 4

= 125(29у2 -5 8 0 0 у  + 5802).

Так как это квадратны й трёхчлен с положительным коэф ф ици
ентом при квадрате и никаких огра

ничении на у нет, минимальное значение достигается в вершине:
5800

У тт 58
Отсюда следует, что

Smin = 500
104 | (580 -  500)

100.

= 125 • 102 (400 + 64) =

= 5800000 (рублей).
Ответ. 5800000.
Второй способ (с привлечением геометрический инт ер

претации и касательной). Задача состоит в том, чтобы найти 
минимальное значение S,  при котором система 

Г2х + 5у = 580,

US' = 500 Ц 2 + у2)
имеет решение. Начертим прямую 2х + 5у = 580 (рис. 1).
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Т еперь будем рисовать концентрические окруж ности разны х р а 
диусов с центром в начале координат. Видно, что «маленькие» 
окруж ности не имеют общих точек с прямой, а радиусы  больших 
окруж ностей  больше радиуса окруж ности, касаю щ ейся прямой. 
К асаю щ аяся окруж ность и даёт реш ение задачи. П рям ая

2х + 5у = 580 яв л яется  касательной  к окруж ности S  = 500^х2 + у2)

тогда и только тогда, когда п рям ая и окруж ность имею т только 
одну общую точку, т. е. уравнение

(  а , (580 - 5 у ) 2 ^
£  = 500(х2 + у 2) = = 500 У +- <=»

<=> 125 ■ 29у2 -  125 • 5800у + 125 • 5802 -  S  = 0 
имеет единственное решение. Значит, дискриминант равен 0:

j  = (125 • 2900)2 -  1252 • 5802 • 29 +

+5' -125-29 = 
1252 •5802 -4

0 «

= 5 800 000.
125-29 

Ответ. 5800000.
Третий способ (с привлечением геометрический инт ер

претации и касательной к окружности). Воспользуемся чер

тежом второго способа, но значение равное квадрату радиуса

касаю щ ейся окружности, найдём по-другому.
Проведём радиус окружности в точку касания. По свойству каса

тельной к окружности, получившийся угол ОБА  -  прямой, см. рис. 2.
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Тогда
г»

(ОВ)2 = —  = (290 sin ZBAO)2 = L „  1 1 6  '

2
29021162

1. V1162 + 2 902 f 5 8 0 f  (  580 Y
h r  +h r

2902 -1162 -100
580229

= 1 1 6 1 0 0  <=> £  = 5800000.

Ответ. 5 800 000.

2. Задачи на исследование условного экстремума, в 
которы х уж е, вообщ е говоря, нельзя обойтись без

производны х

В этих зад ач ах  необходимо найти минимум или максимум 
ф ункции  двух перем енны х z ( x ,у) = а х  + /Зу при условии, что 

2 2ах +Ъу = const. Выразив х  или у  из соотношения

а х 2 + by2 = const и подставив в z ( x ,у) = а х  + /?у, получим функцию,
экстремум которой придётся искать с помощью диф ф еренцирова
ния.

Пример 15. Антон является владельцем двух заводов с одинако
вым технологическим оборудованием в разны х городах. На заводах 
производятся абсолютно одинаковые товары. В результате, если р а
бочие на заводе, расположенном в одном из городов, трудятся с у м -  

2м а р н о  t часов в неделю, то за эту неделю они производят t  еди
ниц товара.

За  каж ды й час рабочим на первом заводе Антон платит 250 руб
лей, а рабочим на втором заводе Антон платит 200 рублей.

Антон готов платить всем рабочим в неделю 900 000 рублей. 
Какое наибольшее количество единиц товара рабочие сделают за 

неделю?
Решение. Пусть на первом заводе рабочие трудятся с у м м а р н о

2 2 х  часов в неделю, а на втором заводе у часов. Тогда им заплатят
2 2250х + 200у рублей. При этом первый завод произведёт х, х  > 0, 

единиц товара, а второй у, у  > 0, единиц, а вместе z ( x , y )  = х  + у. 

Нужно найти наибольшее значение z (x ,y )  = х  + у  при условии, что 

900000 = 250х2 + 200у2 <=> 18000 = 5х2 + 4у2.
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Первый способ (с производной, в «лоб»). Подставим х  из 
первого соотношения

18000 = 5(z - у )  + Ау2 <=> z(y) = у + 1 8 0 0 0 - 4 /

(перед корнем взят знак +, так как z = х  + у > у).
Теперь найдём максимум z(y)  с помощью дифференцирования:

z = 1 + —  => z = 0 <=> ^ 1 8 0 0 0 -4 у 2
^ 1 8 0 0 0 -4 у 2 -5

4 у

о - 5 -18000 = Збу2 <=>y = 5 0 =>z  = 50 + ~ 90.

Ответ. 90.
Второй способ (с привлечением геометрический инт ер

претации и касательной, без производной). Задача состоит в 
том, чтобы найти максимальное значение z, при котором система 

Г х + у = z,
118000 = 5х2 + 4  у2

имеет решение.
9 9 х 2Уравнение 18000 = 5х + 4у <=>— —+ - У = 1 есть уравнение

60^ (3 0 V5 )

эллипса с центром в начале координат. П рям ая х  + у — z пересекает 

эллипс и пересекает оси координат в точках (z;0) и (0;z). Как вид
но, максимальное значение z достигается, когда прямая касается 
эллипса, см. рис. 3.

Рис. 3 
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П рямая х  + у = z  является касательной к эллипсу

18000 = 5 { z - y f  + 4 у 2
тогда и только тогда, когда прямая и эллипс имеют только одну об
щую точку, т. е. уравнение

18000 = 5 ( z - y f  + 4 у 2 <̂>

<=> 9у2 -  Югу + 5z 2 -  18000 = 0 
имеет единственное решение. Значит, дискриминант равен 0:

25z 2 -  45z 2 + 18000 ■ 9 = 0 <=> z = 90.
Ответ. 90.
Третий способ (с привлечением геометрический инт ер

претации и производной). Если не знать или не помнить, что ка
сательная с эллипсом имеет только одну общую точку, то можно 
найти точку на эллипсе, в которой наклон касательной совпадает с 
наклоном прямой х  + у  = z:

8000 518000 = 5х2 + 4у2 <=> у =  — (перед корнем взят знак +, так

как у > 0).
Найдём производную:

, _  -5 х

2л/18000 -  5х2
Тогда

, , — 5х
У эллипса — Упрямой ^  / „ —

2V18000-5X2

= -  1 <=> 25х2 = 4(l8000 - 5 x 2) о  

<=> х  = 40 => у = 50 => z = 90.
Ответ. 90.

Комментарий. Последние два способа годятся только для тех 
школьников профильного уровня, которые представляю т, что такое 
эллипс.
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Задачи для самостоятельного решения.
1. Банк под определённый процент принял некоторую сумму. Через 

год четверть накопленной суммы была снята со счёта.
Банк увеличил процент годовых на 40 процентных пунктов (то 

есть увеличил ставку а% до (а + 40)%). К концу следующего года 
накопленная сумма в 1,44 раза превысила первоначальный вклад. Ка
ков процент новых годовых? Ответ. 42%.

2. В банк помещена сумма 3900 тысяч рублей под 50% годовых. 
В конце каждого из первых четырех лет хранения после вычисле
ния процентов вкладчик дополнительно вносил на счёт одну и ту 
же фиксированную сумму. К концу пятого года после начисления 
процентов оказалось, что размер вклада увеличился по сравнению 
с первоначальным на 725%. Какую сумму вкладчик ежегодно до
бавлял к вкладу? Ответ. 210.

3. 31 декабря 2014 года Алексей взял в банке 6 902 000 рублей 
в кредит под 12,5% годовых. Схема выплаты кредита следующая: 
31 декабря каждого следующего года банк начисляет проценты на 
оставшуюся сумму долга (то есть увеличивает долг на 12,5%), затем 
Алексей переводит в банк X рублей. Какой должна быть сумма X, 
чтобы Алексей выплатил долг четырьмя равными платежами (то есть 
за четыре года)? Ответ. 2296350.

4. 1 июня 2013 года Всеволод Ярославович взял в банке 900000 
рублей в кредит. Схема выплаты кредита следующая: 1 числа каждого 
следующего месяца банк начисляет 1 процент на оставшуюся сумму 
долга (то есть увеличивает долг на 1%), затем Всеволод Ярославович 
переводит в банк платёж. На какое минимальное количество месяцев 
Всеволод Ярославович может взять кредит, чтобы ежемесячные рав
ные выплаты были не более 300000 рублей? Ответ. 4.

5. 1 июня 2013 года Всеволод Ярославович взял в банке 900000 
рублей в кредит. Схема выплаты кредита следующая: 1 числа каждо
го следующего месяца банк начисляет 1 процент на оставшуюся сум
му долга (то есть увеличивает долг на 1%), затем Всеволод Ярославо
вич переводит в банк платёж. Ежемесячные платежи подбираются 
так, чтобы долг уменьшался на одну и ту же величину каждый месяц 
На какое минимальное количество месяцев Всеволод Ярославович 
может взять кредит, чтобы ежемесячные выплаты были не более 
300000 рублей? Ответ. 4.

6. Сергей взял кредит в банке на срок 9 месяцев. В конце каждого 
месяца общая сумма оставшегося долга увеличивается на 12%, а затем 
уменьшается на сумму, уплаченную Сергеем. Суммы, выплачиваемые
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в конце каждого месяца, подбираются так, чтобы в результате сумма 
долга каждый месяц уменьшалась равномерно, то есть на одну и ту 
же величину.

Сколько процентов от суммы кредита составила общая сумма, 
уплаченная Сергеем банку (сверх кредита)? Ответ. 60%.

7. Алексей взял кредит в банке на срок 12 месяцев. По договору 
Алексей должен вернуть кредит ежемесячными платежами. В конце 
каждого месяца к оставшейся сумме долга добавляется г % этой сум
мы и своим ежемесячным платежом Алексей погашает эти добавлен
ные проценты и уменьшает сумму долга. Ежемесячные платежи под
бираются так, чтобы долг уменьшался на одну и ту же величину каж
дый месяц (на практике такая схема называется «схемой с дифферен
цированными платежами»). Известно, что общая сумма, выплаченная 
Алексеем банку за весь срок кредитования, оказалась на 13% больше, 
чем сумма, взятая им в кредит. Найдите г. Ответ. 2%.

8. В июле планируется взять кредит в банке на сумму 16 млн руб
лей на некоторый срок (целое число лет). Условия его возврата тако
вы:

каждый январь долг возрастает на 25% по сравнению с концом 
предыдущего года;

с февраля по июнь каждого года необходимо выплатить часть долга;
в июле каждого года долг должен быть на одну и ту же величину 

меньше долга на июль предыдущего года.
На сколько лет был взят кредит, если известно, что общая сумма 

выплат после его погашения равнялась 40 млн рублей? Ответ: 11
9. 15-го января планируется взять кредит в банке на 19 месяцев. 

Условия его возврата таковы:
1-го числа каждого месяца долг возрастёт на г% по сравнению с 

концом предыдущего месяца;
со 2-го по 14-е число каждого месяца необходимо выплатить часть 

долга;
15-го числа каждого месяца долг должен быть на одну и ту же 

сумму меньше долга на 15-е число предыдущего месяца. Известно, 
что общая сумма выплат после полного погашения кредита на 30% 
больше суммы, взятой в кредит. Найдите г. Ответ. 3%.

10. 15-го января планируется взять кредит в банке на 39 месяцев. 
Условия его возврата таковы:

1-го числа каждого месяца долг возрастёт на г% по сравнению с 
концом предыдущего месяца;

со 2-го по 14-е число каждого месяца необходимо выплатить часть 
долга;
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15-го числа каждого месяца долг должен быть на одну и ту же 
сумму меньше долга на 15-е число предыдущего месяца. Известно, 
что общая сумма выплат после полного погашения кредита на 20% 
больше суммы, взятой в кредит. Найдите г. Ответ. 1%.

11. В 1-е классы поступают 43 человека: 23 мальчика и 20 дево
чек. Их распределили по двум классам: в одном должно получиться 22 
человека, а в другом 21. После распределения посчитали процент 
мальчиков в каждом классе и полученные числа сложили. Каким 
должно быть распределение по классам, чтобы полученная сумма бы
ла наибольшей? Ответ. В классе, где 21 человек, все мальчики.

12. В 1-е классы поступает 45 человек: 20 мальчиков и 25 девочек. 
Их распределили по двум классам: в одном должно получиться 22 че
ловека, а в другом 23. После распределения посчитали процент дево
чек в каждом классе и полученные числа сложили. Каким должно 
быть распределение по классам, чтобы полученная сумма была 
наибольшей? Ответ. В классе, где 22 человека, все девочки.

13. Алексей приобрёл ценную бумагу за 8 тыс. рублей. Цена бумаги 
каждый год возрастает на 1 тыс. рублей. В любой момент Алексей может 
продать бумагу и положить вырученные деньги на банковский счёт.

Каждый год сумма на счёте будет увеличиваться на 8%. В течение 
какого года после покупки Алексей должен продать ценную бумагу, 
чтобы через двадцать пять лет после покупки этой бумаги сумма на 
банковском счёте была наибольшей? Ответ. 5.

14. Алексей приобрёл ценную бумагу за 7 тыс. рублей. Цена бума
ги каждый год возрастает на 2 тыс. рублей. В любой момент Алексей 
может продать бумагу и положить вырученные деньги на банковский 
счёт. Каждый год сумма на счёте будет увеличиваться на 10%. В тече
ние какого года после покупки Алексей должен продать ценную бума
гу, чтобы через тридцать лет после покупки этой бумаги сумма на 
банковском счёте была наибольшей? Ответ.7.

15. Два брокера купили акции одного достоинства на сумму 3640 р. 
Когда цена на эти акции возросла, они продали часть акций на сумму 
3927 р. Первый брокер продал 75% своих акций, а второй 80% своих. 
При этом сумма от продажи акций, полученная вторым брокером, на 
140% превысила сумму, полученную первым брокером. На сколько 
процентов возросла цена одной акции? Ответ. 37,5%.

16. Имеется три пакета акций. Общее суммарное количество акций 
первых двух пакетов совпадает с общим количеством акций в третьем 
пакете. Первый пакет в 4 раза дешевле второго, а суммарная стои
мость первого и второго пакетов совпадает со стоимостью третьего
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пакета. Одна акция из второго пакета дороже одной акции из первого 
пакета на величину, заключённую в пределах от 16 тыс. руб. до 20 
тыс. руб., а цена акции из третьего пакета не меньше 42 тыс. руб. и не 
больше 60 тыс. руб. Определите, какой наименьший и наибольший 
процент от общего количества акций может содержаться в первом 
пакете. Ответ. 12,5%, 15%.
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Ответы и краткие решения

S ( l  + q )(l + q + 0,4) = 1,445 <̂ > (1 + q) (1 + q + 0,4) = 1,92 <=>

1. Ответ. 42%

► 1
4

q2 + 2 ,4 q -0 ,5 2  = 0 <=> q = -1 ,2 +  1,4 => q = 0,2. А

2. Ответ. 210.
► S, = Sq + с

S 2  = (Sq + c)q + с -  S q 2 + c(q + 1 ),

£ 3 = (Sq2 + c(q  + l) )q  + c = S q 3 +c[q2 + q  + l) ,

Si

S 1

fc= S q fc+ c (q fc- 1 + q fc- 2.... + l) ,

4

= |S q 4 + c(q3 + q2.... + l j jq  = Sq3 + c q -  ^

5 q4 — 1 ( s  * —Sq5)(q — 1) ( s * - S q 5)
S * —Sq = cq — ±<=>c=-i ' -  1 '

( s * - S q 5)1

«( 92 + l)1(9 + 1)

q 1 Q(<?4 - l )  q (q 2 + l) (q  + l ) ’

3900 ' 3 3  Г зл&'
4 V 2 /

3 13 5 
2 4 2

30-7 A

3. Ответ. 2296350.
.  , 1 2 , 5  9► 1 + -----= q = —

100 8

v  Sq” (q - 1) 6902000■94 •84 862750•94 4
x  = z ~ -L = —;  7 Г  = --------------------- = 350 • 9 = 2296350 A

q 1 8  •8 • ( 9  _ 8  ) 17-145

4. Ответ. 4.
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g = l + — = 1,01п -1 100

b = 900000-1 01^.0,01 ̂ 30Q i,oife
(l,01 - 1) (l,01 — l) 3

(l,01fc- l ) l 0 0  > 3 -l,0 1 fc «=>l,01fe > — ^
I ) 97

100

/- 97 r ln(1 + 0'03)~ 0>03-o
In 1,01 ln(l + 0,01) 0,01

(l,013 - l)l00 - 3■ 1,013 = 1,030301 • 97 -100 = -0,060803 => к ■■

Проверка.

97 1,013 =

= 97(l + 0,03 + 3 0,012 + 0,013) =

= 97(1,03 + 0,0003 + 0,000001) = 99,939197 < 100

—  = 1,0309...
97

(1 + 0,0l)fc = 1 + к • 0,01 + - 0,0001 + ...

(1 + 0,01)4 > 1 + 4-0,01 = 1,04 > —  ^  
v '  97

5. Ответ. 4.
► В этом случае наибольший платёж -  первый. Поэтому условие за
дачи выполнится, если

4  ~  100  ’

bl = ^  + s q < 300000, q =
1 те 100 п  900000 100 300 97

6. Ответ. 60%.
► q = 0,12

” S ((п + 1) q + 2) ((n  + l )q  + 2)
X  =  £  (1 +  <=> (1 +  Of) =  — ^ ^
к=1 z z

10-0,12 + 2 , n „ ^  а  = ----------- 1 = 0,6. <
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7. Ответ. 2%.

JL, 5 ( ( n  + l)r + 2) 2 2 6 - 2
► £ b f c =  1,135 = - ^ — i--------Z o r  = ^ _ ^  = 0,02. «

fc=i z ld

8. Ответ. 11

2 ± b l - S ( q  + 2) 8 0 _ 16 .9
► q = -^— , n = - k=l------------------ = ----------—̂  = 11-^

100 Sq  16 .1
4

9. Ответ. 3%.
n

2n 2 ]T b fc- 2 S
_ fc=i^  5 '(r(n  + l) + 2)► V  bfc = —̂    2 <=> r

te , 2 „  + 1

-  r = - ''''  ̂ ^
20

10. Ответ. 1%.
n„  5,((n  + l ) r  + 2) 2 4 - 2

► У  Ih, =1,25 = —^ ^  <=> r =  ■ — = 0,01 ^tx 2 40
11. Ответ. В классе, где 21 человек, все мальчики.

, ч п  2 5 - п  25-21 + п . .
-  21 + 22 ~~ 21-22 =><?max_q^

12. Ответ. В классе, где 22 человека, все девочки.
, s п 2 5 - п  п  + 22-25 /поЧ , 3► q(n )  = —  + ---------= ----------------=> qmax = q(22) = 1 + —

22 23 22-23 К ’ 23

, ч n  25 -  n  22 ■ 25 -  n  , . 3q( n)  = —  + -------- =  => q = q (3) = 1 + —  <
23 22 22-23 23
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13. Ответ. 5.

► S  = (8 + fc)(l + 0,08)25-fc

S '  = (1 + 0,08)25_fc -  (8 + k ) ( l  + 0,08)25~fc In (1 + 0,08) =

= (1 + 0, 08)25_?c (1 -  (8 + k)  In (1 + 0,08)) =>

=> 6" = 0 (l -  8 I n (1 + 0,08)) — k in  (1 + 0,08) = 0 <=> 

l - 8 1 n ( l  + 0,08) _ 1 - 8 - 0 ,0 8  
In (1 + 0,08) 0,08

=>Sm a x = S (  4,5).

Так как ln ( l  + x ) < x ,  х > 0 , т о

, 1 -  8 In (1 + 0,08) 1 1
к = -------=    — 8 >  8 = 4,5

In (1 + 0,08) In (1 + 0,08) 0,08

g (5 )  = 13 _ 13 > i  M
S  (4) 12(1 + 0,08) 12,96

14. Ответ.7.

► S  (k) = (7 + 2k) (l + 0 ,l)30-fc

S' {k )  = 2(1 + 0 ,l)30_fc - ( 7  + 27c)(l + 0 ,l)30_fc In (1 + 0,1) = 

= (l + 0 ,l)30_fc (2 - ( 7  + 2/c) In (1 + 0,1)) = 0 o

2 - 7 In (1 + 0,1) _ 2 — 0,7 _
21n(l + 0,1) = 0,2 ’

Так как ln ( l  + x ) < x ,  х > 0 , т о

2 -  7 In (1 + 0,1) 1 7 7
k  = -------------- ’- L = — }   —  >10 —  = 6,5

21n(l + 0,1) ln ( l  + 0,1) 2 2

S ( 7 )  _  (7 +  1 4 ) ( l  +  0 , l ) 23 _  21  _  21

<S(6) “  (7  +  1 2 ) ( l  +  0 , l ) 24 ~ 1 9 ( 1  +  0 ,1 )  ~  2 0 , 5  > '
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15. Ответ. 37,5%. М

3640(1 + q) = т  + п,
3 4
— то + — те = 3927, <=>
4 5
4 3
— те = 2,4 — m
5 4

те = — те 
4

m  = 1540,те = 3465,«=> q 

3640(1+ q) = 5005

1365
3640

16. Ответ. 12,5%,15%. 
т  + п  = к,

4 mli  = n h> 
mli + n h  = ^
16 < l2 ~ k  < 20,
42 < Z3 < 60

m  m

m  + n = k,
4 m \  -  nl2,

5hh ={h + )h
16 < l2 -Zx < 20, 
42 < Z3 < 60 

1
m  + n  + k  2 (m  + n)

1 + 4Z,
h h  _ h

101^  10Zj

ct — Z3 —  ̂ 5Z3Zj — 4Z3Ẑ + Z3Z3 5 (Ẑ + ct) Ẑ — 5Z3Zj + glZ3

— = x => a =
H h ~ h ) k  _5Z3 ( x - x 2)

5Zi -  Z3

5Z-
16 <

^x -  x 2 j
5x — 1

< 20 «  —  < -  
h

5x - 1  

(x -  x 2) 20
5x -  1

1 6 < 1 6 < i ^ x  -  X 2 j
60 Z3 5x - 1  Z3

< 2 0  < 2 0  
“ 42

| x  — x 2 j
<

5x — 1 21

115

) | x  -  x 2 j 

5x - 1

21x -  21x + lOx -  2
5x - 1  

75x2 + 20x -  4 -  75x

<=> x e

о  0,125 <

5x -1

1 .  1_
7 ’ 101 

to

u

> 0, 

< 0

2 4 
3 ’ 5

о

f  2 l̂ f  ^I х  — x  + -
I 3 I  7 J

5x - 1
>0,

(  4̂ 1(  1 1x — X H-----
I 5 J I lo j

<=>

5x - 1
< 0

2 . Z,
3 Z3 5 4-2  lOZj 10 %

m  + n + k
< 0,15. <

0,375.

<=>
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